Лекция 9
«Программные средства статистического исследования зависимостей по экспериментальным данным

для студентов 4 курса специальности 1-31 03 03-01 Прикладная математика (научно-производственная деятельность)

Тема 10 Введение в теорию временных рядов 

10.1 Адаптивные методы краткосрочного прогнозирования 

10.2 Метод экспоненциального сглаживания

10.3 Методы и технология реализации прогноза

10.4 Систематизация моделей анализа временного ряда
10.1 Адаптивные методы краткосрочного прогнозирования 

Совокупность наблюдений x(t1), x(t2),…,x(tn) исследуемой случайной величины, произведенных в последовательные моменты времени t1, t2,…,tn, называется временным рядом.

Временной ряд {x(t1), x(t2),…,x(tn)} отличается от последовательности наблюдений {x1, x2,…,xn}, образующих случайную выборку, тем, что члены временного ряда не являются ни статистически независимыми, ни одинаково распределенными. 
Среди математических методов хорошо зарекомендовали себя методы адаптивного прогнозирования. Сфера применения адаптивных моделей одномерного ряда довольна обширна. Они могут быть использованы для прогнозирования экономических показателей и конъюнктурных колебаний экономики, отдельных технико–экономических показателей, а в некоторых случаях и некоторых глобальных показателей [3, c.226]. Методы адаптивного прогнозирования применяются там, где основной информацией для прогноза является отдельный временной ряд.

Адаптивные модели изолированных рядов при всей их простоте могут давать надежные результаты. Основными свойствами адаптивных методов, обеспечивающими достаточно широкое поле для их приложения, являются следующие: а) адаптивное прогнозирование не требует обширной информации, оно базируется на интенсивном анализе информации, содержащейся в отдельных временных рядах; б) модель, описывающая структуру показателя и его динамику, как правило, имеет весьма ясный смысл и простую математическую формулировку; в) неоднородность временных рядов и их связей находит отражение в адаптивной эволюции параметров или даже структуры моделей.

Сказанное вовсе не означает, что адаптивные методы и модели могут заменить любые другие виды моделей. Эти методы пригодны лишь для обработки рядов с умеренными изменениями во времени. Они оказываются весьма грубыми при прогнозировании на большое число шагов вперед [3, c.4]. Отличие адаптивных моделей от других прогностических моделей состоит в том, что они отражают текущие свойства ряда и способны непрерывно учитывать эволюцию динамических характеристик изучаемых процессов.

Инструментом прогноза при адаптивном методе является модель. Первоначальная оценка параметров этой модели базируется на исходном временном ряде, который применяется и для последующей корректировки полученных параметров. На основе новых данных, получаемых на каждом шаге во времени, происходит дальнейшая корректировка параметров модели, их адаптация к новым, непрерывно изменяющимся условиям развития явления. Таким образом, модель постоянно «впитывает» новую информацию и приспосабливается к ней. Понятие модель используется в двух значениях: как модель временного ряда, выражающая закон генерирования членов ряда, и как прогнозная модель, или предиктор. Главное отличие этих двух типов моделей в том, что на выходе модели временного ряда фактические члены ряда, а на выходе прогнозной модели – оценки будущих членов ряда. Теоретически свойства предиктора исследуются в предположении, что он применен для получения прогнозов некоего процесса, генерируемого моделью, заданной аналитически.

На временной ряд воздействуют в разное время различные факторы. Одни из них по тем или иным причинам ослабляют свое влияние, другие воздействуют активнее. Таким образом, реальный процесс протекает в изменяющихся условиях, составляющих его внешнюю среду, к которой он приспосабливается, адаптируется. А модель, в свою очередь, адаптируется к ряду, представляющему этот процесс. Поскольку мы рассматриваем варьирующие, нестационарные ряды, т.е. ряды, у которых уровень, скорость линейного роста и прочие характеристики не остаются постоянными во времени, модель будет всегда находиться в движении. Образно говоря, процесс адаптации модели к ряду можно было бы назвать «гонкой за лидером» [3, с.8].

Стоит заметить, что адаптация модели к ряду относительно действующих факторов происходит на основе имеющихся реальных данных. Адаптации к факторам, действующим в прогнозируемый период, быть не может. Если на период Т=[tнач, tкон] известны реальные значения ряда, и в этот период происходило действие каких–либо факторов, то модель будет адаптироваться к ряду относительно этих факторов. Теперь предположим, что составляется прогноз на [tкон +1, τ] единиц времени вперед. Он будет составлен с учетом адаптации модели к факторам, действующим на период [tнач , tкон]. Предположим, что в момент времени tкон +n < τ случайно возникнет какой–либо действующий на ряд фактор f. Однако, прогноз на период [tкон +n+1, τ] от точки t= tкон будет происходить без учета этого фактора, так как не представляется возможным выполнить адаптацию к данному фактору на неизвестном периоде [tкон +1, tкон +n].

Из выше сказанного следует вывод, что при применении адаптивных методов прогнозирования необходима некоторая стационарность среды на прогнозируемом участке. То есть, если на момент времени t составляется прогноз для точки m отстоящей от t на τ единиц времени то на временном отрезке [tкон +1, τ] предполагается действие тех же факторов, что и на [tнач , tкон] и не предполагается действие иных факторов.

У истоков адаптивного направления лежит простейшая модель экспоненциального сглаживания. Модификации и обобщения этой модели привели к появлению целого семейства адаптивных моделей с различными свойствами.

Остановимся на основных особенностях методов адаптивного моделирования. Прежде всего, отметим, что все рассматриваемые модели имеют жесткий алгоритм поведения. Однако, как известно, система может быть механистической по своей природе и обнаруживать, тем не менее, адаптивные свойства. Адаптация в данных моделях слагается из небольших дискретных сдвигов. В основе процедуры адаптации лежит метод проб и ошибок, который совершенно справедливо считается универсальным путем выработки нового поведения.

Последовательность процесса адаптации в основном выглядит следующим образом (рис. 10.1). 
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	Рисунок 10.1 – Общая схема определения весов в прогнозе временного ряда


Пусть модель находится в некотором исходном состоянии (т. е. определены текущие значения ее коэффициентов) и по ней делается прогноз. Выжидаем, пока истечет одна единица времени (шаг моделирования), и анализируем, насколько далек результат, полученный по модели, от фактического значения ряда. Ошибка прогнозирования через обратную связь поступает на вход системы и используется моделью, в соответствии с ее логикой для перехода из одного состояния в другое с целью большего согласования своего доведения с динамикой ряда. На изменения ряда модель должна отвечать «компенсирующими» изменениями. Затем делается прогноз на следующий момент времени, и весь процесс повторяется. Таким образом, адаптация осуществляется итеративно с получением каждой новой фактической точки ряда [3, с.11].

10.2 Метод экспоненциального сглаживания

Предположим, что исследуется временной ряд xt. Выявление и анализ тенденции динамического ряда часто производится с помощью его выравнивания или сглаживания. Экспоненциальное сглаживание – один из простейших и распространенных приемов выравнивания ряда. В его основе лежит расчет экспоненциальных средних [3, с.17].

Экспоненциальное сглаживание ряда осуществляется по рекуррентной формуле
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(10.1)

где St – значение экспоненциальной средней в момент t; λ – параметр сглаживания; λ = const, 0 < λ < 1; β = 1 – λ.

Многократное экспоненциальное сглаживание.

Если к результату простого экспоненциального сглаживания вновь применить ту же процедуру, то получим оператор сглаживания второго порядка:
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В общем случае для многократного экспоненциального сглаживания определен оператор n–го порядка:
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Постановка задачи и алгоритм прогноза

Воспользуемся для построения прогнозной модели временного ряда методом адаптивного прогнозирования путем аппроксимации полиномиальных трендов с помощью многократного сглаживания. Проблему прогнозирования можно определить как задачу оценивания по данной последовательности чисел, взятых из какого–либо временного ряда, последующих значений того же ряда.

Пусть в последовательности дискретных наблюдений каждое значение на t шаге представляет собой сумму:

xt = ζt + εt, 
(10.3)

где ζt – регулярная составляющая изучаемого процесса; εt – аддитивная случайная помеха, имеющая нормальный закон распределения с нулевым математическим ожиданием и дисперсией σ10.
Условимся называть регулярную составляющую ζt моделью процесса и будем задавать ее в виде полинома n–го порядка:
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Задача предсказания значения 
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, отстоящего на τ шагов от последнего наблюдавшегося значения xt включает следующие этапы:

Этап 
1) выбор модели процесса, т. е. определение порядка полинома в формуле (10.4);

Этап 
2) вычисление оценок коэффициентов модели по значениям, наблюдаемым на интервале Т с дискретностью Δt;

Этап 
3) использование полученной модели для предсказания (прогноза) значения 
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Этап 
4) оценивание точности предсказания.

10.3 Методы и технология реализации прогноза

Теорема 1. (Основная теорема экспоненциального сглаживания). Прогнозируемое значение 
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 можно выразить с помощью ряда Тейлора для t–го наблюдавшегося значения :
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где 
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; τ – количество интервалов от последнего наблюдавшегося значения до предсказываемого значения.

Из сравнения формул (10.4) и (10.5) следует, что неизвестные коэффициенты α, – представляют собой соответствующие производные переменной х в момент наблюдения времени t. Значения производных можно определить, пользуясь сглаженными величинами.

Основная теорема экспоненциального сглаживания позволяет получить оценки n+1 коэффициентов (производных) в полиномиальной модели n–го порядка как линейную комбинацию результатов первых n+1 порядков сглаживания.

Теорема 2. Если ряд наблюдений xt представлен моделью 
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, то существует система n+1 уравнений связывающих сглаженные величины St[p] с производными 
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где p=1,..,n+1; 
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Решение этой системы дает выражения для производных в виде линейных комбинаций сглаженных данных.

Поэтапная технологическая реализация алгоритма выглядит следующим образом:

Этап 1) Выбор модели.

Выбор модели связан с распределением детерминированной и случайной составляющих в ряде данных. Для определения порядка полинома на основе выборки вычисляют разности первого порядка Δx[t] = xt+1 – xt если они колеблются около нуля, то данные можно аппроксимировать постоянной величиной. Если среднее разностей первого порядка отлично от нуля, а для разностей второго порядка Δx2[t] = Δx[t+1] – Δx[t] оно равно пулю, то данные представляют с помощью линейного закона. Вообще, если среднее разностей (n–1)–го порядка отлично от нуля, а среднее разностей n–го порядка равно нулю, то моделью служит полином (n–1)–й степени, причем среднее значение разности (n–1)–го порядка может служить начальной оценкой коэффициента при старшем члене полинома. Если наблюдается систематический рост разностей, то возможно, что данные описываются экспонентой. Для проверки необходимо оценить отношение двух соседних наблюдений. При экспоненциальном законе процентный рост данных должен быть постоянным. Экспоненциальная модель xt = eλt приближенно может быть заменена полиномиальной моделью (1+r)t, где r – относительный прирост данных.

Однако, выбор порядка полинома – важная проблема, решение которой не всегда столь очевидно. Часто встает вопрос: не предпочтительнее ли брать “на всякий случай ” более сложную модель и полагаться на ее свойства адаптировать свои параметры?

Поэтому, выбирать структуру модели нужно не только на основе расчета разностей, но и на основе визуального анализа графика процесса, априорных знаний характера и законов развития, метода проб.

Для адаптивной полиномиальной модели первого порядка (n=1) полином выглядит следующим образом:
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Для адаптивной полиномиальной модели второго порядка (n=2) полином выглядит следующим образом:
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Этап 2) Вычисление оценок коэффициентов модели.

Экспоненциальные средние:
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Используя теоремы экспоненциального сглаживания и решая полученную систему получаем оценки коэффициентов:

Для адаптивной полиномиальной модели первого порядка (n=1):
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Для адаптивной полиномиальной модели второго порядка (n=2):
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Этап 3) Прогнозирование. 

После того как получены оценки коэффициентов модели, может быть вычислена оценка будущего наблюдения (прогноз).

Для адаптивной полиномиальной модели первого порядка (n=1):
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Для адаптивной полиномиальной модели второго порядка (n=2):
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Этап 4) Оценка точности.

Для оценки точности в случае линейной (1–го порядка) и квадратичной (2–го порядка) моделей процесса можно вычислить дисперсии ошибки предсказания:

Линейная модель
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Квадратичная модель
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где 
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 – дисперсия шума; λ – постоянная сглаживания, β = 1 – λ; τ – количество интервалов между последним наблюдавшимся значением 
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 и предсказываемым значением.

10.4 Систематизация моделей анализа временного ряда
Как и большинство других видов анализа, анализ временных рядов предполагает, что данные содержат систематическую составляющую (обычно включающую несколько компонент) и случайный шум (ошибку), который затрудняет обнаружение регулярных компонент. Большинство регулярных составляющих временных рядов принадлежит к двум классам: они являются либо трендом, либо сезонной составляющей (рисунок 10.2, 10.3). Тренд представляет собой общую систематическую линейную или нелинейную компоненту, которая может изменяться во времени. Уравнение тренда находят, используя метод наименьших квадратов, а трендовые значения – подстановкой в найденное уравнение последовательных значений X. Сезонная составляющая – это периодически повторяющаяся компонента. Один из наиболее простых методов нахождения средних характеристик сезонности и очищения ряда от сезонности состоит в вычислении индексов сезонности. Оба эти вида регулярных компонент часто присутствуют в ряде одновременно. Например, продажи компании могут возрастать из года в год, но они также содержат сезонную составляющую (как правило, 25% годовых продаж приходится на декабрь и только 4% на август). Также существует определенный тип модели временного ряда, в которой амплитуда сезонных изменений увеличивается вместе с трендом. Такого рода модели называются моделями с мультипликативной сезонностью. Вообще среди всего многообразия моделей различают: гладкий ряд, ряд с сезонными колебаниями,  ряд с циклическими и отсутствием сезонных колебаний, ряд с сезонными циклическими колебаниями, ряд с длинными циклическими, экономическими и сезонными колебаниями. Оценку будущих членов ряда обычно делают по прогнозной модели. Прогнозная модель – это модель, аппроксимирующая тренд. Аппроксимация же производится по методу колебаний вокруг тренда без точек перегиба и методу процента средней и средних циклов. Среди математических методов анализа данных хорошо зарекомендовали себя методы адаптивного прогнозирования. Сфера применения адаптивных моделей одномерного ряда довольна обширна. Они могут быть использованы для прогнозирования экономических показателей и конъюнктурных колебаний экономики, отдельных технико–экономических показателей, а в некоторых случаях и глобальных показателей.
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	Рисунок 10.2– Систематизация моделей анализа временного ряда
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	Рисунок 10.3– Систематизация задач анализа временных рядов
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